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Résumé – Dans cet papier, nous introduisons une façon de stabiliser la variance des transformées décimées
en utilisant deux transformées stabilisatrices de variance (VST). Ces VST sont appliquées aux ondelettes
de Meyer 3-D qui sont au coeur des curvelets 3-D première génération. Cela nous permet d’étendre
ces curvelets 3-D au bruit de Poisson, que nous appliquons ensuite au débruitage d’une simulation cos-
mologique.

Abstract – In this paper, we introduce a way to stabilize the variance of decimated transforms using two
variance stabilizing transforms (VST). These VSTs are applied to the 3-D Meyer wavelet transform which
is the core of the first generation 3D curvelets. This allows us to extend these 3-D curvelets to Poisson
noise, that we apply to the denoising of a simulated cosmological volume.

1 Introduction

Lors de l’acquisition d’images à faible flux, les
données sont corrompues par un bruit de Pois-
son. Ce phénomène apparait souvent en im-
agerie médicale avec la microscopie confocale
[3], ainsi qu’en astrophysique [4] où l’on cherche
à observer des objets toujours plus lointains et
plus faibles. Le signal observé X = (Xi)i est
constitué d’un ensemble d’échantillons Xi, real-
isations supposées mutuellement indépendantes
de paramètres λi : Xi ∼ P(λi). La suppres-
sion du bruit de poisson dans des données cor-
respond à la recherche de cette densité sous-
jacente (λi)i.

2 La stabilisation de variance
multi-échelle

Une transformation stabilisatrice de variance (VST)
telle la transformée d’Anscombe [1, 2], trans-
forme des données Poisonniennes en données
approximativement stationnaires et gaussiennes.
Zhang et al. [6] ont étendu ce type de fonctions
à la stabilisation de processus filtrés (par un fil-
tre discret h), plus efficaces lorsque le nombre
de coups (λi) devient très bas (de l’ordre du

photon par pixel, voire moins).
Etant donné un filtre h de moments τk =

∑
i h[i], k ∈

[1, 4], et un processus de PoissonX = (Xi)i, Xi ∼
P(λi), nous souhaitons étudier le processus filtré
(Yj)j , Yj =

∑
i h[i]Xj−i obtenu par convolution

de X par le filtre h.
La VST proposée est

T (Y ) = b · sign(Y + c)|T + c|1/2,

où b et c sont les paramètres de la transformée, à
ajuster au filtre h pour obtenir une convergence
optimale vers un bruit gaussien.
En posant b = sign(τ1)/

√
τ1 et sous l’hypothèse

que le paramètre de Poisson λ est constant sur
le support du filtre h, on peut montrer que

Yk
D−−−−→

λ→∞
N (0, σh) ,

où σh ne dépend que du filtre h, et donc peut
être précalculé une fois pour toutes. Pour cer-
tais types de filtres h, sa valeur peut être cal-
culée théoriquement, mais dans le cas général,
on peut l’estimer facilement à partir de cartes
de bruit simulées.
Cette VST a été appliquée aux ondelettes non
décimées (UWT), aux ondelettes isotropes non
décimées (IUWT), et aux curvelets 2-D première
génération.
Ces représentations transforment un signal a0



en un ensemble de J + 1 bandes de coefficients
{d1, · · · , dJ , aJ} = {Wa0, aJ}, les (dj) étant
les coefficients de détail aux échelles j, et aJ
l’approximation basse fréquence. Dans le cas
des IUWT, en notant hj le filtre passe-bas à
l’échelle j et Tj la VST associée au filtre global
équivalent 1, la transformée en IUWT d’un sig-
nal a0 avec J + 1 échelles est

IUWT

{
aj = hj−1 ∗ aj−1

dj = aj−1 − aj

⇒
MS VST

+
IUWT

{
aj = hj−1 ∗ aj−1

dj = Tj−1(aj−1)− Tj(aj).

Dans le cas des ondelettes non décimées clas-
siques (UWT), en utilisant les filtres passe-bas
et passe-haut hj et gj , l’algorithme est le suiv-
ant :

UWT

{
aj = hj−1 ∗ aj−1

dj = gj−1 ∗ aj−1

⇒
MS VST

+
UWT

{
aj = hj−1 ∗ aj−1

dj = gj−1 ∗ Tj−1(aj−1).

La reconstruction des IUWT est la somme des
bandes, et il est facile de voire que dans le cas
VST, la reconstruction est faite d’une manière
très similaire, menant à xest = T−1

0

(
TJ(aJ) +

∑J
j=1 dj

)
.

Dans le cas des VST+UWT, on ne peut définir
de reconstruction directe, et il faut utiliser un
algorithme itératif, projetant alternativement le
résultat sur l’orthante non négative dans l’espace
direct, et sur l’ensemble d’attache aux données
défini par :
En notant W la transformée directe et R son
pseudo-inverse, soit M l’ensemble des coeffi-
cients significatifs du signal a0,

M = {(i, j)|(Wa0)j [i] is significant} .

On définit l’ensemble d’attache aux données comme

S = {d|∀(i, j) ∈M, dj [i] = (Wa0)j [i]}.

Ces deux projections sont notées PS and Q+ =
WP+R, P+ étant la projection sur l’ensemble
convexe des signaux positifs. Zhang et al. [6]
ont proposé l’Algorithme 1 pour obtenir une re-
construction avec ces contraintes et attache aux
données. Afin d’obtenir de meilleures perfor-
mances de reconstruction, notamment en ter-
mes de photométrie, cet algorithme est utilisé
aussi dans le cas des IUWT.

1Tj est associé à hglobal
j = hj ∗ hj−1 ∗ · · · ∗ h1, d’où

aj = hglobal ∗ a0.

Algorithm 1: Algorithme de Reconstruc-
tion
Data: a0, un nombre d’iterations N .
initialiser d(0) =WP+a0

for n = 1 to N do
d̂ = PS ◦ Q+d(n−1)

d(n) = STβk
(d̂), STβk

est le seuillage
doux

Result: the estimated density P+RdN .

3 MS-VST et BeamCurvelets
3-D

La transformée en BeamCurvelets (BC), intro-
duite par Woiselle et al. [5] en tant qu’extension
des curvelets 2-D première génération est une
représentation multi-resolution adaptée aux données
filamentaires. Cette décomposition consiste à
appliquer des Beamlet 3-D par blocs sur une
transformée en ondelettes isotropes des données.
Plus d’informations sur cette représentation sont
disponibles dans [5].

A l’image du travail de Zhang et al. [6], nous
appliquons la VST sur les ondelettes 3-D et
laissons le reste de la transformée inchangée à
l’exception des coefficients de normalisation. La
principale différence avec ses travaux est qu’à
notre connaissance, les MS-VST (VST multi-
échelles) ne sont définies que sur des transfor-
mations non décimées suivant les schémas présentés
en section 2, et l’utilisation d’une telle trans-
formée pour les BeamCurvelets n’est pas possi-
ble en termes de charge de calcul et d’utilisation
mémoire. Il faut utiliser une transformée décimée
donc pyramidale. La transformée en ondelettes
de Meyer utilisée est un pavage de Fourier en
J couronnes dyadiques et une approximation
basse fréquence, notées d1, · · · , dJ , aJ . Soit hj :
j ∈ [0, J ] les filtres passe-bas de cette trans-
formée dont les transformées de Fourier ĥj ressem-
blent à des boules L∞ imbriquées. Les couronnes
sont définies comme les complémentaires L2 de

ces boules, ĝj =
√

1− ĥj . Chaque échelle est
décimée avec l’opérateur Dj qui consiste à l’extraction
de la partie centrale non nulle en Fourier. Soit
Uj l’opérateur inverse, qui effectue un zero-padding
de la transformée de Fourier. Cette transformée
en ondelettes suit le schéma suivant :

a0 = x, ∀j ∈ [1, J ] :

{
dj = gj−1 ∗ aj−1

aj = Dj(hj−1 ∗ aj−1),

et sa version stabilisée en variance

a0 = x, ∀j ∈ [1, J ] :

{
dj = gj−1 ∗ Tj(aj−1)
aj = Dj(hj−1 ∗ aj−1).



Ce processus n’étant pas inversible, il faut usiliser
l’Algorithme 1 pour obtenir une estimée de la
densité avec cette représentation.
Pour contrer l’absence d’opérateur de reconstruc-
tion, on peut changer la transformée pyrami-
dale, en utilisant une représentation proche des
IUWT en 2-D, mais décimée. On définit ainsi
les filtres ĥi = ĥ2

i et ĝi = ĝ2
i , qui satisfont la

condition d’admissibilité ĥi
ˆ̃hi + ĝi ˆ̃gi = 1 avec

les filtres de reconstruction h̃i et h̃i identité,
donnant une reconstruction par sommation. La
transformée en ondelettes devient alors

a0 = x, ∀j ∈ [1, J ] :


ãj = hj−1 ∗ aj−1

dj = aj−1 − ãj
aj+1 = Dj ãj ,

la reconstruction étant

∀j ∈ [1, J ] :

{
ãj = Ujaj

aj−1 = dj + ãj .
, xest = a0.

Cette autre construction permet d’effectuer une
VST :

a0 = x, ∀j ∈ [1, J ] :


ãj = hj−1 ∗ aj−1

dj = TDj−1(aj−1)− TUj (ãj)
aj+1 = Dj ãj ,

où l’on peut noter l’utilisation de deux familles
de transformées stabilisatrices TD and TU , qui
ont des paramètres différents et sont respective-
ment appliquées aux familles décimées et non
décimées des images d’approximation (aj)j et
(ãj)j . La reconstruction est obtenue par un al-
gorithme légèrement plus complexe que la somme,
la décimation et les deux VST devant être prises
en compte :

∀j ∈ [1, J ] :

{
ãj = Ujaj

aj−1 = (TDj−1)−1(dj + TUj (ãj)).

Ce changement dans la transformée en ondelettes
mène à des atomes d’analyse très similaires, mais
donne une reconstruction directe. Cette représentation
peut aussi être utilisée en analyse uniquement,
et la reconstruction obtenue par l’algorithme
itératif présenté plus haut.

4 Applications to astrophys-
ical data

Les données 3-D issues des simulations de matière
noire à très grande échelle contiennent princi-
palement des amas très denses et des filaments
beaucoup plus faibles. Ces données étant obtenues

par des codes physiques d’interaction àN corps,
le bruit de Poisson y est présent, et un débruitage
de ces données permet d’accélérer les temps de
calcul. Par ailleurs, les données réelles (relevés
de galaxies) suivent naturellement une distri-
bution de Poisson, la matière visible étant in-
terprétable comme une réalisation de la densité
de matière noire recherchée. Nous avons donc
utilisé la transformée présentée pour débruiter
une simulation de matière noire, et les résultats
sont présentés dans la Figure 1. Les méthodes
utilisant les BC restaurent naturellement mieux
les filaments, et l’adaptation des BC au bruit de
Poisson améliore les résultats que l’on obtient
en stabilisant directement les données.

Fig. 1: Dans un ordre de lecture : densité orig-
inale, réalisation de Poisson, débruitages util-
isant : IUWT3D, Anscombe+BC gaussiennes,
BC Poisson.

5 Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle construction
pour les ondelettes pyramidales utilisées dans
les curvelets 3-D première génération (BC), et
avons montré comment les stabiliser en variance
à l’aide de deux VST. Cette représentation fil-
amentaire adaptée au bruit de Poisson donne
de bons résultats en débruitage de simulations
astrophysiques. Ces outils seront appliqués par
la suite à des relevés réels de galaxies, et les
mesures de performances telles le PSNR out
le MAE n’étant pas forcément des indicateurs
pertinents pour la mesure de la restauration
des structures, nous envisageons une analyse du
genus ou des fonctions de Minkowski dans le fu-
tur.
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